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Аннотация: При работе комбинированных двухслойных плит и оболочек 

возникающие поперечные сдвиги могут существенно изменить картину 

деформированного сосояния. Особенно важно уметь правильно оценить 

напряженно-деформированное состояние (НДС) этого рода  конструкций с 

учетом межслоевых сдвигов. Этим вопросам посвящены исследования, 

выполненные в настоящей работе.  
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ВВЕДЕНИЕ 

При работе комбинированных двухслойных плит и оболочек возникающие поперечные 

сдвиги могут существенно изменить картину деформированного сосояния. Особенно важно 

уметь правильно оценить напряженно-деформированное состояние (НДС) этого рода  

конструкций с учетом межслоевых сдвигов. Этим вопросам посвящены исследования, 

выполненные в настоящей работе.  

Рассматривается комбинированная оболочка, состоящая из двух слоев, связанных между 

собой податливым тонким клеевым швом находящихся под действием внешних нагрузок. 

Система координат принимается согласно рис.1. Напряженно-деформированное состояние 

комбинированных оболочек будем определять при следующих допущениях: 

1)толщины ортотропных слоев постоянные и оболочка работает только в упругой стадии; 

2) толщина несущего слоя значительно больше армирующего (ℎ > 𝛿); 

3) касательные напряжения 𝜏𝛼𝛾, 𝜏𝛽𝛾 или соответствующие им деформации 𝑒𝛼𝛾, 𝑒𝛽𝛾 по 

толщине оболочки меняются по заданному закону  

4)Нормалное к срединной поверхности оболочки перемешение не зависит от координаты 

𝛾 [1]; 

5) давление между слоями отсутствует (𝜎𝛾  = 0). 

http://journalseeker.researchbib.com/view/issn/2544-980X
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Рис.1 Комбинированная двухслойная оболочка 

Касательные напряжения, действующие в этом слое, передаются на несущий и 

армирующий слои. Закон распределения этих напряжений в слоях может быть принят линейным 

так, чтобы удовлетворялись граничные условия для касательных напряжений на верхней и 

нижней поверхностях.( рис.2) 

В связи с этим касательные напряжения имеют следующие аналитические выражения: 

a) в несущем (первом) слое 

                                        𝜏𝛼𝛾,(𝛽𝛾)=𝜏1,(2)(𝛼, 𝛽) (
1

2
+

𝛾

ℎ
) ;   (1) 

б) в армирующем слое 

                                         𝜏𝛼𝛾,(𝛽𝛾)=𝜏1,(2)(𝛼, 𝛽) (
1

2
+

𝛾1

𝛿𝑛
) ;   (2) 

 

Принимая во внимание принятые гипотезы, имеем: 

                                                      𝑒𝛾 = 0; 𝑈𝛾 = 𝜔(𝛼, 𝛽);    (3) 

Деформации сдвига несущего слоя можно записать в виде: 

                     𝑒𝛼𝛾 = 0,5 (
ℎ2

4
− 𝛾2) Ф1(𝛼, 𝛽) + (0.5 −

𝛾

ℎ
)

𝜏1(𝛼,𝛽)

𝐺13
(1) ,  

          𝑒𝛽𝛾 = 0,5 (
ℎ2

4
− 𝛾2) Ф2(𝛼, 𝛽) + (0.5 −

𝛾

ℎ
)

𝜏2(𝛼,𝛽)

𝐺23
(1) ,                     (4)                     

       

                            𝑒𝛽𝛾 = 0,5 (
ℎ2

4
− 𝛾2) Ф2(𝛼, 𝛽) + (0.5 −

𝛾

ℎ
)

𝜏2(𝛼,𝛽)

𝐺23
(1) ,  

Деформации сдвига армирующего слоя  

                                                𝑒𝛼𝛾
(2)

= (
1

2
+

𝛾1

𝛿
)

1

𝐺13
(2) 𝜏1(𝛼, 𝛽)     

                                                𝑒𝛽𝛾
(2)

= (
1

2
+

𝛾1

𝛿
)

1

𝐺23
(2) 𝜏2(𝛼, 𝛽)                               (5) 

В более мощном( первом)  несущем слое полагаем наличие сдвигом, возникающих за счет 

действия поперечной силы и определяемых функциями: 

Ф1(𝛼, 𝛽), Ф2(𝛼, 𝛽). 

Здесь h, 𝛿 −толщина несущего и армирующего слоев; 

Ф𝑖 = Ф𝑖(𝛼, 𝛽)-произвольные искомые функции сдвига; 

𝜏𝑖 = 𝜏𝑖(𝛼, 𝛽)- искомые касательные напряжения; 

𝐺𝑖𝑘
(1)

, 𝐺𝑖𝑘
(2)

-модули сдвигов первого и второго слоев (i=1,2; K=3). 
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Координаты 𝛾 имеют следующие границы изменения: для первого слоя - - 

−
ℎ

2
≤ 𝛾 ≤ +

ℎ

2
; для второго –

𝛿

2
≤ 𝛾1 ≤ +

𝛿

2
.  

Рис.2 Распределения функций Ф𝒊, 𝝉𝒊 по толщине оболочки 

В работе задача термоупругости двухслойных пластин (плит) и оболочек решается с 

использованием уточненной  теории С.А. Амбарцумяна. При этом считается, что второй 

стеклопластиковый армирующий слой имеет значительно меньшую толщину, чем первый. При 

решении данной задачи справедливы гипотезы, приятые в [1,2-30]. Построение уточненной 

теории в работе основано на энергетических соображениях [1,6-23]. 

         Тепловое воздействие оказывает существенное влияние на поведение 

конструкционного материала. При нагреве в комбинированных конструкциях существенно 

изменяются напряжения в склеивающем и стеклопластиковом слоях. Температура сильно влияет 

на все механические свойства композитного слоя комбинированных слоистых плит и оболочек.  

Считается, что тепловой поток действует в поперечном направлении. Из решения задачи 

теплопроводности получено такое распределение температуры в слоях: в первом слое 

1

0

11 TТ во втором слое 1

0

22 ТТ   

При этом  – 
;

2

h

2

h
 

 

 ,1 Температурные градиенты в слоях;  
00

21
,ТТ

  Температуры срединных плоскостей слоев.  

Принимая как обычно для полных деформаций: 

                                   
,УС

Т

У

пол  
                                               (6) 

Где: 
У – упругие деформации системы,  

Т – деформации слоев от температурных нагрузок, 
УС – деформации слоев от усадки слоев. 

       Для получения основных уравнений равновесия комбинированных двухслойных 

упругих оболочек с податливыми швами воспользуемся вариационным принципом Лагранжа, 

который открывает естественный путь для сведения трехмерной задачи механики сплошной 

среди к одномерным и двумерным задачам. Следует отметить, что рассматриваемый принцип 

одновременно позволяет получить и  соответствующие естественные граничные условия для 
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каждого выбранного искомого неизвестного, а также служит основой для различных 

приближенных методов в том числе для решения комбинированных ортотропных плит и 

оболочек с межслоевыми сдвигами. [4,5,7-30] 

 Согласно вариационному принципу Лагранжа, потенциальная энергия упругой 

системы в положении равновесия принимает стационарное значение. Она складывается из 

потенциальной энергии упругой деформации слоев  клеевого шва, температурных нагрузок, от 

усатки неметаллического (композитного) слоя  и работы внешней нагрузки .  

В качестве примера для анализа влияния податливости склеивающего слоя на НДС 

двухслойную цилиндрическую оболочку с учетом поперечных сдвигов. Расчет произведен при 

следующих параметрах. 

𝐸𝐼
(1)

= 𝐸2
(1)

= 2.02 ∙ 105: 𝜇12
(1)

= 𝜇21
(1)

= 0,285; 𝐸𝐼
(2)

= 0,471. 105 Мпа 

𝐸𝐼
(2)

= 0,49. 105 Мпа, 𝐺12
1 = 𝐺13

1 = 𝐺23
1 = 7,87 ∙ 104 Мпа; 𝐺12

2 = 5.5 ∙            103Мпа, 𝐺13
2 =

4,2 ∙ 103 Мпа, 𝐺23
2 = 0,35 ∙ 103 Мпа. 𝜇12

(2)
= 𝜇21

(2)
+ 0,385, 𝑅𝑀 = 10.40 см, 𝑅𝑛 = 10.30 см:  

Где     𝜏1– касательная напряжения первого несущего слоя, 

𝑊  – прогиб, 𝑈0–перемещения срединной поверхности несущего слоя 

Если учесть только усадку стеклопластикового слоя (q=0, T0=00C), при 𝛽2х = 𝛽2𝛾 = 0,4 ∙

10−6при ℎш = 0,01 ММ изменение модуля сдвига шва в 100 раз (от 5∙ 102 МПа до 5 ∙ 104 МПа) 

приводит к изменению напряжений в стеклопластиковом слое 𝛿𝛼
(2)

 и 𝛿𝛽
(2)

 на 0,05 и 0,02 % , прогиб 

также увеличивается незначительно (лишь на 0,03% .) А если одновременно учесть усадку и 

неравномерный нагрев (Тнар = 200С, Твн = 2000С, Тшов = 680С, 𝑞 = 0), то увеличение 𝐺ш𝑘 в 100 

раз (при 𝛼 =
𝑙

6
) от 𝐺ш𝑖𝑘 = 5. 102Мпа до 5. 104Мпа приводит 

а) к уменьшению прогиба на 6.5%; 

б) уменьшению 𝑈0 на 2,8%; 

в) уменьшению 𝜏1 на 25%; 

г) увеличению ф1 на 45%; (см,рис.3.8) 

Эпюры 𝑈0, 𝜏1, ф1 и W вдоль оси 𝛼 показаны на рис. 3. 
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                    Рис.3. Распределения  𝝉𝒊  , 𝑈0 и 𝑊  по длине оболочки 

При малых сдвиговых жесткостях увеличение толщины склеивающего шва оказывает 

существенное влияние на деформативность оболочки. Так, например, увеличение ℎш от 1 ∙ 10−3 

до 5 ∙ 10−2 см (при 𝛼 =
𝑙

2
) приводит к увеличению W на 3,6% а также к увеличению 𝑈0 на 7,96%. 

Следует заметить что чем меньше модуль сдвига, тем больше влияние податливости шва 

не деформативность слоистых комбинированных цилиндрических оболочек. 

Численные примеры показали, что модуль сдвига и толщина шва оказывают большое 

влияние на прочность и деформативность комбинированных двухслойных цилиндрических 

оболочек, если модуль сдвига склеивающего слоя значительно меньше модуля сдвига слоев. 
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