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Limitik Sikllar. Davriy Yechimga Ega Bo’Imagan
Tenglamalarning Ba’zi Belgilari

Husanov Bazar ?, T uyg’unov Javlonbek 2

Annotatsiya: Maqolada o’ng tamoni analitikfunksiyalardan iborat bo’lgan differensial
tenglamalarning limitik sikllari va davriy yechimlarga ega bo’lish shartlari bilan bir qatorda Bendikson
belgisi va Dyulak belgilari shartlari bajarilganda limitik sikllarga hamda davriy yechimlarga ega
bo’lmaslik shartlari berilgan va misollarda ko’rsatilgan.

Kalit so’zlar: Limitik sikl, aylanma yechim, maxsus nuqta, focus, spiral chiziqlar, bir bog’lamli
soha, davriy yechim, Dyulak belgisi, Bendakson belgisi, yopiq kontur, yopiq integral chiziglar, doimiy
ishorali.

Ushbu magqolada quydagi ko’rinishdagi oddiy differensial tenglamanining limitik sikllari va
yechimlarini tekshiramiz

dy Q(xy)
dx P(x,y)

Bu yeda P(x,y), Q(x,y) — lar analitik funksiyalardan iborat bo’lsin.

(1).

Ta’rif. Agar biror yopiq integral chizig L ning yetarlicha kichik atrofida (1) tenglamaning L dan
boshga yopiq integral chiziqlari bo’lmasa, L ga limitik sikl deyiladi. Quyidagi tenglamani limitik
sikllarini garab chigamiz

dy x—-y+yx®+y?)
dx  —x—y+x(x2+y?)

(2).

Bu tenglamaning chizigli gismi

dy x—y
dx —-x+y

(3)

ko’rinishda bo’lib, uning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:
-1-21 -1
1 -1-2
bundan 1+ A = +i yoki 4;, =—1=1i bo’ladi ya’ni 0(0;0); (2) va (3) tenglamalarning maxsus
nuqtasi bo’lib (2) tenglama uchun

= (1 +2)?+1yoki (1+1%) =-1,

x2+y2=1 (4)
aylana yechim, ya’ni integral chiziq bo’lib unga limitik sikl deyiladi.
Hagigatdan (2) dan (4) ga asosan
dy x—y+y  x

dx —-x—-y+x y

ya’ni (4) funksiya (2) tenglamani ganoatlantiradi. XOY tekislikda yechimlarning grafigi 1-
chizmadagidek bo’ladi, ya’ni chizmada yakkalangan aylana va uning atrofidagi spiralsimon chiziqlar
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joylashgan. Yakkalangan x? + y2 = 1 aylana (2) tenglama uchun Limitik sikldir. Qutb koordinatalar
sistemasida
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Tenglama berilgan bo’lsin r va ¢ lar XOY tekislikda qutb koordinatalari. Bu tenglamaning umumiy
yechimi

r=1+4ce? (6)
shaklida bo’lib, ¢ — ixtiyoriy o’zgarmas.

¢ < 0 bo’lganda r manfiy bo’lmasligi uchun —In|c| dan katta giymat gabul gilmasligi kerak (6)
integral chiziglar oilasi 1-chizmadagi kabi bo’ladi va quyidagi hollar bo’ladi;

1. ¢ <0 bo’lganda spiral chiziqlar ¢ — —co da koordinatalar boshidan chigib aylanaga
yaginlashadi.

2. ¢ = 0 dar = 1 aylanaga mos keladi, ya’ni xususiy yechim bo’ladi.

3. ¢ > 0 bo’lganda aylanadan tshqaridagi integral chiziglar ¢ — —oco da aylanaga yaginlashadi va

r = 1 aylana tenglamasining limitik sikli bo’ladi.

Limitik sikllarni topish yoki ularni sonini aniglash juda muhim muammolardan iborat bo’lib, bu
sohada biror umumiy usul mavjud emas, yoki bu sohada mukammal ish hozircha gilinmagan. Limitik
sikllar tabily fanlarda keng qo’llaniladi. Masalan tebranishlar nazaryasida qaralayotgan tenglamalarni
fizik ma’nosi limitik siklar bilan bog’lab o’rganiladi.

Differensial tenglama yoki differensial tenglamalar sistemasining limitik siklga ega bo’lmasligini
o’rganish ham muhim ahamiyatga ega. Tenglamalarning davriy yechimlarga ega bo’lmaydigan ba’zi
belgilar mavjud bo’lib ular quyidagilardan iborat.

Agar X0Y tekislikning bir bog’lamli G sohasida
dP dQ
—+—= (7
dx + dy ™

Ifoda doimiy ishorali bo’lsa, u holda bu sohada to’liq joylashgan (1) tenglama davriy yechimga ega
bo’lmaydi. Haqiqatdan ham Grin formulasiga asosan ushbu

ff((cil_i_i_fl_g) dxdy = f(pdy_ Qdx)
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tenglik o’rinli bo’ladi. Agar bu yerda integrallash konturini to’liq G sohada joylashgan davriy yechim
bo’yicha olsak, (1) ga asosan u nolda teng, yani ikki karrali integral ham nolga teng bo’ladi. Demak,
(7) ifoda garaliyotgan konturning ba’zi bir joylarida o’z ishorasini almastirish kerak bo’ladi. Bu esa
bizni garama — qarshilikka olib keladi, ya’ni (7) ifoda doimiy ishorali bo’lsa, G dan o’tayotgan integral
chiziglardan iborat bo’lgan yopiq kontur yo’q. Bu esa (1) tenglamani davriy yechimga ega emasligini
isbotlaydi. Bu belgi G sohada davriy yechimlarning yo’qligini ko’rsatuvchi yetarli shartdan iborat
bo’lib hisoblanadi. Bu belgiga Bendekson belgisi deyiladi. Bendekson belgisining umumlashgan holi
Dyulak belgisi bo’lib, uzluksiz va uzluksiz hosilalarga ega bo’lgan shunday 7(x,y) funksiya mavjud
bo’lsaki, XOY tekislikning bir bog’lamli G sohasida ushbu ko’rinishdagi

d(tP) d(z6)
dx + dy

ifoda doimiy ishorali bo’lsa, u holda (1) tenglamaning integral chiziglardan iborat bo’lgan yopiq
kontur bu sohada joylashgan bo’lmaydi.

(8)

Agar bizga ushbu ko’rinishdagi tenglama berilgan bo’lsa

ay _ b3ox® + by x?y + bipxy® + bo3y®

9).

dx Y+ azox3 + a1 x%2y + a;,xy? + agsy?

Uning davriy yechimga ega emasligini tekshiramiz a;; va b;; lar o’zgarmas koeffisentlardan iborat (7)
ifodani tuzib olamiz:
dP dQ 5 5
Ix + Y = (3azg + by1)x* + 2(az; + biz)xy + (agz + 3bg3)y* = V(x,y)
XO0Y tekislikda A(x, y) funksiya doimiy (0’zgarmas) ishorali bo’lishi uchun
(az; + b12)? — (3asg + ba1)(a1z + 3bg3) = 0

shart bajarilishi kerak. Bu shart bajarilganda XOY tekislikda (9) tenglama davriy yechimga ega
bo’Imaydi.

Agar
dx
— =x(ax+ by +c)=P(x,y)
dt
o (10)
QG y(aix + b1y + ¢; = Q(x,y)
Tenlamalar sistemasini tekshiramiz:
Buyerdaé = ; If # 0,a,b,c, a4, by Va cq lar 0’zgarmas koeffisentlardan iborat.
1 D

Chiziglimas tebranish nazaryasining ko’p masalalari bu sistemaga keltirilib, yechilganligi uchun uni
o’rganamiz. Bu tenglamalar sistemasi (10) uchun Limitik siklarga ega bo’lmagan shartlarni topish
mumkin. Buning uchun Dyulak belgisidan foydalanamiz A(x,y) funksiyani A(x,y) =
x*~1yh=1 shaklda tanlab olamiz. Bu yerda k va h lar hozircha noma’lum o’zgarmaslar. (8) ifodani
tuzamiz

d(4P) N d(1Q) _
dx dy
k, h larni tanlash uchun ushbu algebraik k va h larga nisbatan quyidagicha yozamiz:

ak+a1h+a1=0}

x*"1y"=1[(a + ka + ha,)x + (kb + hb; + b))y + hc;y + kc]

bu yerda k va h larni topsak,
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_ b,(a; — a) _ a(b —b,)
k = 5 yh = 5

bularga asosan (8) ifoda
d(AP) d(1Q) Alx, y)(b1c(a1 —a)+ac(b-— b1))
+ =
dx dy 6
ko’rinishda bo’ladi.

Koordinata o’qglari (10) sistemada y = 0 va x = 0 yechimlardan iborat. Limitik sikl bo’lsa, to’rt
kvadratlardan birida joylashishi mumkin.

(11)

Agar
b,c(a; —a) + ac;(b —by) # 0 (12)

deb olsak, (11) ifoda har bir kvadrantda doimiy ishorali bo’ladi, chunki A(x,y) har bir kvadrantda
doimiy ishorali bo’lib (12) bajariladigan holda Dyulak belgisiga asosan (10) sistema limitik siklga ega
bo’lmaydi.

Yuqorida aytib o’tganimizdek differensial tenglama va differensial tenglamalar sistemasini limitik
sikllari, davriy yechimlarini o’rganish mexanika, radiotexnika, biologiya, kinetik kimyo fanlarida
masalarini yechishda keng qo’llaniladi. Shu sababli katta ahamiyatga ega.
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