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Аннотация: В данной работе рассматривается развитие аналитических методов и 

решение практических задач, связанных с определением нестационарного течения упруго-вязких 

жидкостей в плоском канале с использованием их реологических моделей. Известно, что в 

большинстве случаев для течения упругой вязкой жидкости используется классическая модель 

Максвелла в одномерном пространстве. С помощью топологической модели Шульмана-Хусида 

изучаются задачи, решаемые моделью Максвелла, определяющей процессы упруго-реологических 

вязких жидкостей. Используя модель Шульмана-Хусида для исследования поведения 

нестационарных течений упругих вязких жидкостей в плоском канале, мы показываем, что эта 

модель является общим случаем моделей Ньютона и Максвелла. 

 

Ключевые слова: Плоский канал, упруго-вязкая жидкость, стационарная жидкость, 

нестационарная жидкость, одномерная модель, обобщенная модель, спектр, скорость. 

 

 

Математическая модель вязкоупругих жидкостей в основном основана на учете изменений 

упругости жидкости и обобщается в виде модели Максвелла [1, 2, 7, 17, 18, 20]. В ней случаи 

релаксационного и интегрального типа определяются исходя из условий математической 

эквивалентности нелинейных реологических уравнений. 

Течение упругой вязкой жидкости в каналах с плоским и круглым сечением иследовано в работе 

З.П.Шульмана, Б.М. Хусида [2]. 

Задачи ламинарных нестационарных и стационарных течений вязких ньютоновских жидкостей 

в результате изменения градиента давления во времени рассматривались в исследованиях [3, 4, 

5, 8], а течения в турбулентном режиме — в работах [13, 15, 18]. 

http://journalseeker.researchbib.com/view/issn/2544-980X
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Рассмотрение движения ньютоновской жидкости как многофазной среды позволяет 

аппроксимировать экспериментальные результаты теоретических исследований в этой области. 

Исследования [5, 12] представлены на основе совершенных и практических применений.  

Однако, несмотря на множество исследований, проведенных при изучении поведения 

неньютоновских жидкостей, в настоящее время задачи с использованием модели Шульмана-

Хусида недостаточно изучены и применены. В частности, детально не исследованы 

гидродинамические изменения, возникающие при течении вязкоупругих жидкостей, при 

нестационарном течении резкого увеличения градиента давления и резкого уменьшения до нуля 

[9, 10, 11, 14, 16, 19]. 

В данной работе исследуется задача о нестационарном течении вязкоупругой жидкости в 

плоском длинном канале с использованием модели Шульмана-Хусида. 

Постановка задачи: Приведем модель Шульмана-Хусида, обобщающую реологические модели 

всех упруго-вязких жидкостей в виде модели Максвелла в виде топологической модели: 

   
 

 

 

1
1 2 1

1

(2)
2

2

1 , 2 ,
2 2

2 , .

k
k

k k k k
k

k

k k k k
k

k k k k

k k k

D

D

g
T T T T T p

g p g
T T p p f

t

 





  

 





 
     

 

    

 D

D

  (1) 

Здесь верхняя и нижняя конвективные производные определяются как: 
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А производная Яумана задается в таком виде: 
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D  – тензор скорости деформации; V  – градиент скорости деформации; 
TV  – транспонированный градиент скорости деформации; вводится как параметр  , 

представляющий разность ненулевых вторых нормальных напряжений, которая определяется по 

следующей формуле 
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соответственно разности первого и второго, второго и третьего напряжений; kp
 – параметр, 

который можно определить из самого уравнения; 
(1)
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, 
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 – тензоры деформаций, состоящие 

из девяти элементов для каждого; 
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 – тензоры напряжений, заданные в произвольно 

выбранной системе координат, а определенные для них производные обозначают соответственно 

верхнюю и нижнюю конвективные производные [18-19]. 

Представим модель Шульмана-Хусида в виде модифицированной модели в таком виде [10, 11]: 
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Из этой модели мы даем происхождение моделям Ньютона и Максвелла. В случае, когда 

коэффициент релаксации   стремится к нулю, выводится ньютоновская модель: 

u
T

y






         (3) 

Когда число  , характеризующее распределение спектра времени релаксации, стремится к 

бесконечности, выводится модель Максвелла: 

u

y
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С помощью этих трех моделей мы изучаем процесс перехода упруго-вязкой жидкости из 

нестационарного состояния в стационарное. 

Пути решения проблемы. Обозначив расстояние между плоскими стенками канала как h2 , и 

предполагая, что канал достаточно длинный, выберем характерную относительную длину для 

течения вязкоупругой вязкой жидкости. При этом отношение ширины канала к длине вдоль 

продольной оси считается бесконечно малой величиной. Потому в течениях не появляются 

поперечные скорости, и ось x  берется в горизонтальном направлении по длине русла, а ось 
y

 

берется в вертикальном направлении, перпендикулярным оси x . В таких случаях движение 

жидкости в прямолинейных каналах с учетом ее реологических свойств выражается системой 

упрощенных уравнений в следующем виде: 
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Начальные и граничные условия вводится следующим оброзом: 
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Учитывая начальные условия (6) и применяя замену Лапласа-Карсона,  
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где s  — параметр подстановки, к системе линеаризованных уравнений (5). 
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В результате получаем вот такую систему уравнений 
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В этом случае граничные условия принимают следующий вид: 

0 0; 0
du

y да y h да u
dy

   

      (10) 

После некоторых вычислений составим это уравнение 
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С учетом сгенерированных решений определяем точное решение уравнения (11) следующим 

образом 
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Подставляя это решение в формулу оригинализации Лапласа-Карсона, мы формируем 

следующий интеграл: 
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После нескольких вычислений выразим решение интегрального уравнения: 
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где 
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Найденное решение (15) представляет собой решение модели Шульмана-Хусида, и через него 

изучается процесс перехода вязкоупругой жидкости из нестационарного состояния в 

стационарное состояние в плоском канале. 

В частном случае, если решение (14) имеет 
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Это найденное решение (17) представляет собой переходное состояние ньютоновской жидкости 

из нестационарного состояния в стационарное. 

Теперь, если мы сдвинем спектр   в решении (14) к бесконечности, то мы найдем следующее 

решение для модели Максвелла 
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 (19) 

Это решение (19) представляет собой процесс перехода от нестационарного течения к 

стационарному течению вязкоупругой жидкости через модель Максвелла. 

Результаты и обсуждение. Опишем результаты численного расчета найденных решений (15), 

(17) и (19) на графиках ниже. 
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Рис.1: Зависимость от времени отношения максимальной продольной скорости 

вязкоупругой жидкости в нестационарном течении к максимальной продольной скорости 

в стационарном состоянии (1 – движение ньютоновской жидкости, 2 и 3 – модель 

Шульмана-Хусида: 2 – при 
2, 2, (2) 1.7EL    

; 3 – когда 

1, 2, (2) 1.7EL    
). 

 
Рис.2: Зависимость от времени отношения максимальной скорости нестационарной 

вязкоупругой жидкости к максимальной скорости в стационарном состоянии 1 – 

ньютоновская жидкость; 2 – при жидкость Максвелла, 1EL  ; 3 – в случае жидкости 

Шульмана-Хусида, когда 
1, 2, (2) 1.7EL    

. 

 

Из первого и второго графиков видно, что процесс перехода вязкоупругой жидкости из 

нестационарного состояния в стационарное резко отличается от процесса в ньютоновской 

жидкости. То есть при переходе из нестационарного состояния в стационарное максимальная 

относительная скорость вязкоупругой жидкости увеличивается в пределах полтора-двух кратно, 

максимума относительной скорости ньютоновской жидкости, в последующем колеблятся вокруг 

одного значения процессов и приближается асимптотически. 

 

Выводы  

Движение упруго-вязких жидкостей в плоском канале исследовано на основе упрощенных 

математических моделей, а полученные результаты сопоставлены с законами переходных 
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процессов в нестационарном течении ньютоновской жидкости, имеющимися в частном порядке, 

а также в виде в результате были выявлены новые гидродинамические эффекты, отличающиеся 

от него. 

Из рисунка видно, что переход упруго-вязкой жидкости из нестационарного состояния в 

стационарное на основе моделей Максвелла и Шульмана-Хусида проявляется в волновой форме, 

в отличие от ньютоновской жидкости. Замечено, что время прохождения в жидкости Максвелла 

в несколько раз превышает время прохождения в ньютоновской жидкости и жидкости 

Шульмана-Хусида. Причиной этого является увеличение числа  , характеризующего спектр 

распределения коэффициента упругости и времени релаксации, что приводит к увеличению 

амплитуды колебаний тока. 
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