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Аннотация: Рассмотрены задачу колебание систем с двумя степенями свободы при 

силовом возбуждении вибрации, связанной с неподвижным основанием невесомой нелинейной 

вязкоупругой пружиной. Для учёта реологических свойств материала пружины использован 

интегральный принцип Больцмана-Вольтерра. Получены математические модель 

рассматриваемой задачи, которые описывается системами нелинейных интегро-

дифференциальных уравнений. Разработана метод решения основанного на использовании 

квадратурных формуле и её основе составлена компьютерная программа, которая полученные 

результаты отражаются в виде графиков. Исследованы влияние нелинейность и реологические 

свойства пружины на амплитуду и фаза колебаний массы.  

Ключевые слова: ядро релаксации, интегро-дифференциальное уравнение, частота, 

амплитуда, упругость, вязкоупругость, напряжение, деформация, инерция, интегральный 

оператор. 

 

Введение. Многие задачи оценки динамических свойств технических объектов при действии на 

них вибрационных нагрузок решаются при использовании расчётных схем в виде механических 

колебательных систем с несколькими степенями свободы, что даёт определённые возможности 

в оценке форм динамических взаимодействий и определении требований к соответствующим 

структурным решениям, которые предопределяются свойствами составляющих элементов [1-3]. 

Производственная деятельность в большинстве отраслей промышленного производства 

обеспечивается работой различного рода технологических машин и транспортных средств. 

Эксплуатация машин, оборудования, механизмов, аппаратуры и приборов в условиях 

необходимости обеспечения высокой производительности часто сопровождается 

значительными динамическими нагрузками, вибрационными процессами и проявлениями 

ударных взаимодействий элементов машин. Обеспечение надёжности и безопасности 

эксплуатации машин требует на всех стадиях их жизненного цикла серьёзного внимания к 

вопросам соблюдения определённых ограничений на параметры динамических состояний 

технических объектов, разработки способов и средств оценки контроля и управления 

процессами динамических взаимодействий [4]. 

Ряд задачи статики и динамики механических систем допускают относительно простые 

решения, основанные на линейных дифференциальных уравнениях. Однако в ряде случаев 

необходим учёт дополнительных влияний, вынуждающих отказаться от линейной постановки 

задачи и заставляющих исследовать так называемые нелинейные системы. Этой проблеме, 

имеющей большое практическое значение во многих областях техники [5]. 

Постановка задачи. Моделирование вибрации систем с двумя степенями свободы рассмотрим 

на примере двух масс, вязкоупругого связанных между собой и со стойкой и совершающих 

движение вдоль одной оси 𝑍 [2]. Пусть массы 𝑚1 и 𝑚2 связаны между собой с коэффициентами 
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С1, а масса 𝑚2 связана с коэффициентами С2. На массы в общем случае действуют 

гармонические возбуждающие силы: 

𝐹1 = 𝑚в1𝑒1𝜃1
2𝑐𝑜𝑠𝜃1𝑡; 𝐹2 = 𝑚в2𝑒2𝜃2

2𝑐𝑜𝑠𝜃2𝑡, 

где 𝑚в1, 𝑚в2 − неуравновешенные массы с удельными дисбалансами соответсвтвенно 𝑒1, 𝑒2; 𝜃1 

и 𝜃2 − угловые частоты вращений неуравновешенных масс. 

На массу 𝑚1 и 𝑚2 при ее смещении из положения равновесия на величину 𝑍1(𝑡) и 𝑍2(𝑡) 
действуют следующие силы: 

𝑚1�̈�1(𝑡), 𝑚2�̈�2(𝑡) − силы инерции массы 𝑚1 и 𝑚2; 

С1𝑅1
∗ [𝑍1(𝑡) − 𝑍2(𝑡) + 𝛾1(𝑍1(𝑡) − 𝑍2(𝑡))

3
], С2𝑅2

∗𝑍2(𝑡) − силы вязкоупругого сопротивления; 

С1 [𝑍1(𝑡) − 𝑍2(𝑡) + 𝛾1(𝑍1(𝑡) − 𝑍2(𝑡))
3
], С2𝑍2(𝑡) − силы упругого сопротивления. 

 

Рис. 1. Динамическая модель двухмассовой колебательной системы при силовом возбуждении 

вибрации. 

Из равновесия системы с учётом принципа Даламбера получим нелинейное интегро-

дифференциальное уравнение, описывающее колебания массы 𝑚1 и 𝑚2: 

.

{
 

 𝑚1�̈�1(𝑡) + С1(1 − 𝑅1
∗) [𝑍1(𝑡) − 𝑍2(𝑡) + 𝛾1(𝑍1(𝑡) − 𝑍2(𝑡))

3
] = 𝑚в1𝑒1𝜃1

2𝑐𝑜𝑠𝜃1𝑡

𝑚2�̈�2(𝑡) + С2(1 − 𝑅2
∗)𝑍2(𝑡) − С1(1 − 𝑅1

∗) [𝑍1(𝑡) − 𝑍2(𝑡) + 𝛾2(𝑍1(𝑡) − 𝑍2(𝑡))
3
] = 

= 𝑚в2𝑒2𝜃2
2𝑐𝑜𝑠𝜃2𝑡

 (1) 

 

где, 𝛾1, 𝛾2 −коэффициенты нелинейности; 𝑅𝑖
∗ −интегральные операторы с ядрами релаксаций 

имеющие слабосингулярную особенности типа Абеля 𝑅𝑖(𝑡) = 𝜀𝑖𝑒
−𝛽𝑖𝑡𝑡𝛼𝑖−1, ( 𝑖 = 1,2) [6]:  

𝑅𝑖
∗𝑓(𝑡) = ∫𝑅𝑖(𝑡 − 𝜏)

𝑡

0

𝑓(𝜏)𝑑𝜏, 𝑖 = 1,2. 

Предположим, что: 

𝑍1(0) = 𝑍2(0) = 𝑍1̇(0) = 𝑍2̇(0) = 0.    (2) 

Методы решения. Введя в (1) следующие безразмерные величины: 
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𝑍1

𝑍𝑥
;  
𝑍2

𝑍𝑥
;  
𝑡

𝑡𝑥
;  𝛾1𝑍𝑥

2;  𝛾2𝑍𝑥
2;  𝜃1𝑡𝑥𝑡; 𝜃2𝑡𝑥𝑡; 

и сохраняя при этом прежние обозначения и принимая 𝜔1
2 =

𝐶1𝑡𝑥
2

𝑚
, 𝜔2

2 =
𝐶2𝑡𝑥

2

𝑚
, 𝑝1 =

𝑚в𝑡𝑥
2𝜃1

2𝑒

𝑚𝑍𝑥
, 𝑝2 =

𝑚в𝑡𝑥
2𝜃2

2𝑒

𝑚𝑍𝑥
 получим 

{
�̈�1(𝑡) + 𝜔1

2(1 − 𝑅1
∗) [𝑍1(𝑡) − 𝑍2(𝑡) + 𝛾1(𝑍1(𝑡) − 𝑍2(𝑡))

3
] = 𝑝1𝑐𝑜𝑠𝜃1𝑡

�̈�2(𝑡) + 𝜔2
2(1 − 𝑅2

∗)𝑍2(𝑡) − 𝜔1
2(1 − 𝑅1

∗) [𝑍1(𝑡) − 𝑍2(𝑡) + 𝛾2(𝑍1(𝑡) − 𝑍2(𝑡))
3
] = 𝑝2𝑐𝑜𝑠𝜃2𝑡

 (3) 

Система уравнений (3) решается методами основанной на использование квадратурной 

формулы [7-9]. Два раза интегрируя по 𝑡 системы уравнений (3), на интервале [0;  𝑡] и учитывая 

начальные условия (2) имеем: 

{
 
 

 
 

𝑍1(𝑡) + 𝜔1
2∫𝐺1(𝑡 − 𝑠) [𝑍1(𝑠) − 𝑍2(𝑠) + 𝛾1(𝑍1(𝑠) − 𝑍2(𝑠))

3
] 𝑑𝑠

𝑡

0

=
𝑝1

𝜃1
2
(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃1𝑡)

𝑍2(𝑡) + 𝜔2
2∫𝐺2(𝑡 − 𝑠)𝑍2(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

0

−𝜔1
2∫𝐺1(𝑡 − 𝑠) [𝑍1(𝑠) − 𝑍2(𝑠) + 𝛾2(𝑍1(𝑠) − 𝑍2(𝑠))

3
] 𝑑𝑠

𝑡

0

=
𝑝2

𝜃2
2
(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃2𝑡)

, 

где 

𝐺𝑝(𝑡 − 𝑠) = 𝑡 − 𝑠 − ∫ (𝑡 − 𝑠 − 𝜏)𝑅𝑝(𝜏)𝑑𝜏

𝑡−𝑠

0

;  𝑅𝑝(𝑡) = 𝜀𝑝𝑒
−𝛽𝑝𝑡𝑡𝛼𝑝−1;  𝑝 = 1,2. 

Принимая 𝑡𝑛 = 𝑛 ∙ ∆𝑡, (𝑖 = 0,1,2, … ) в последние выражение и заменяя интеграли 

квадратурными формулами трапеции, для определения 𝑍1𝑛 = 𝑍1(𝑡𝑛), 𝑍2𝑛 = 𝑍2(𝑡𝑛), имеем 

следующие реккурентные соотношение: 

{
 
 

 
 𝑍1𝑛 =

𝑝1

𝜃1
2
(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃1𝑡𝑛) − 𝜔1

2∑𝐴𝑖𝐺1(𝑡𝑛 − 𝑡𝑖)

𝑛−1

𝑖=0

[𝑍1𝑖 − 𝑍2𝑖 + 𝛾1(𝑍1𝑖 − 𝑍2𝑖)
3],

𝑍2𝑛 =
𝑝2

𝜃2
2
(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃2𝑡𝑛) − 𝜔2

2∑𝐴𝑖𝐺2(𝑡𝑛 − 𝑡𝑖)𝑍2𝑖

𝑛−1

𝑖=0

+ 𝜔1
2∑𝐴𝑖𝐺1(𝑡𝑛 − 𝑡𝑖)

𝑛−1

𝑖=0

[𝑍1𝑖 − 𝑍2𝑖 + 𝛾2(𝑍1𝑖 − 𝑍2𝑖)
3],

 

где 𝐴0 = 𝐴𝑛 =
∆𝑡

2
;  𝐴𝑗 = ∆𝑡, 𝑗 = 1, 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ;  

𝐺𝑝(𝑡𝑛 − 𝑡𝑖) = 𝑡𝑛 − 𝑡𝑖 − ∫ (𝑡𝑛 − 𝑡𝑖 − 𝜏)𝑅𝑝(𝜏)𝑑𝜏

𝑡𝑛−𝑡𝑖

0

;  𝑝 = 1,2. 

Результаты и выводи. Для проведения, вычислительного расчёта разработана компьютерная 

программа, которая полученные результаты отражаются в виде графиков. При расчёта 

использована следующие исходные данные: 𝜔1
2 = 16,2; 𝜔2

2 = 15,8; 𝜃1 = 4,2; 𝜃2 = 3,7; 𝑝1 =
3,5; 𝑝2 = 4,3; 𝛾1 = 15; 𝛾2 = 16; 𝛼1 = 𝛼2 = 0,25; 𝛽1 = 𝛽2 = 0,05; 𝜀1 = 𝜀2 = 0,1. 

На рис.1 показано влияние вязкоупругих свойств материала пружины на форму колебание 

массой 𝑚1 и 𝑚2 по линейной постановке задач. Здесь обозначены упругие задачи сплошными 

линиями и вязкоупругие задачи с пунктирными линиями. Из графика видно, что за счёт 

вязкости материала пружины, амплитуда колебаний массы уменьшается и происходит сдвиг 

фазы колебаний. За счёт вязкости форма колебаний с течением времени становится более 

гладкими.  
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Рис. 1. Влияние вязкости на форме колебание. 

В упругой постановке сопоставлен решение линейной и нелинейной задачи (рис. 2). Здесь 

обозначены решение линейные задачи сплошными линиями и нелинейные задачи с 

пунктирными линиями. Из графика видно, что нелинейной постановки задачи форма колебание 

масс становится более сложными.  
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Рис. 2. Сопоставление решение линейной и нелинейной задачи. 

Исследованы влияние вязкоупругие свойство пружины на форму колебаний массы 𝑚1 и 𝑚2 по 

нелинейной постановке задач (рис.3). На графики форма колебание упругой задачи обозначены 

сплошными линиями и вязкоупругой задачи с пунктирными линиями. Из графика видно, что за 

счёт вязкости материала пружины, отклонение массы от статической состояние уменьшается и 

происходит сдвиг фазы колебаний.  

 

 

Рис. 3. Влияние вязкости пружины на форму колебаний массы. 

Исследованы влияние коэффициента нелинейности на форму колебаний массы 𝑚1 и 𝑚2 в 

вязкоупругом постановки (рис.4). На графики форма колебание линейной задачи обозначены 

сплошными линиями и нелинейной задачи с пунктирными линиями. Влияние коэффициента 

нелинейности на форму колебаний масса 𝑚2 существенно, чем форму колебаний масса 𝑚1. 

Этот факт объясняется тем, что масса 𝑚2 имеется двухстороннее соединение пружинами.  
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Рис. 4. Влияние нелинейности на форму колебаний массы. 
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