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Uch O'Ichovli Lavrentev-Bitsadze Tenglamasi Uchun Trikomi
Masalasi

K. T. Karimov 1 J. A. Abdurasulov 2

Annotatsiya: Mazkur ishda uch o‘lchovli Lavrentev-Bitsadze tenglamasi uchun chegaralangan
sohada Trikomi tipidagi masala o‘rganilgan. Masala yechimiming mavjudligi va yagonaligi spektral
analiz usuli yordamida isbotlangan.

Kalit so’zlar: Uch o‘chovli Lavrentev-Bitsadze tenglamasi, Trikomi masalasi, spektral analiz
usuli.

I. Kirish. Masalaning qo‘yilishi.
Tekislikda aralash elliptiko-giperbolik tipdagi

YUyxx +Uyy =0 )

tenglama uchun birinchi fundamental tadgigotlarni 1923-yilda Italyan matematigi Franchesko Trikomi
olib brogan [1]. U hozirgi vaqtda uning nomi bilan ataluvchi Trikomi masalasini qo‘ygan va tadqiq
gilgan. Hozirgi paytda tekislikda bu tipdagi masalalar turli tenglamalar uchun anchayin rivojlangan [2-
3]. Lekin ko‘plab masalalarda masala yechimi oshkor ko‘rinishda topilmaydi.

Mazkur ishda esa uch o‘lchovli fazoda masala yechimi spektral analiz usuli yordamida oshkor
ko‘rinishda topiladi.

Aytaylik Q={(x,y,2):(X,y) €A,z (0,c)} bo‘lsin, bu yerda A— XOy tekisligining bir
boglamli sohasi bo‘lib, y>0 bo‘lganda &= {(x, y)x2+y2=1,x20,y> 0} yoy va
O_M:{(X,y):X:0,0S ySl} kesma bilan y<0 da esa
0Q={(x,y):x+y=0,0<x<1/2} va QP={(x,y):x—y=11/2<x<1} kesmalar bilan
chegaralangan soha bo‘lsin; O =0(0,0), M =M (0,1), P=P(1,0), Q=Q(1/2,-1/2).
Quyidagi belgilashlamni kiritamiz: Qy =Q N (y>0), Q, =QnN(y<0); Aj=An(y>0),
A =AN(y<0); So={(xy.2):5, x[0.c]},

S, :{(x, y,z):mx[o,c]}, S, :{(x, y,z):(Ygx[O,c]} :

S;={(x.¥,2):Qn(z=0)}, S, ={(x,y.2):Qn(z=c)}.

(2 sohada quyidagi

Uy +(sgny)U,, +U,, =0 (1)

tenglamani garaymiz.
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() sohada (1) tenglama aralash tipga tegishli bo‘lib, jumladan €2 -sohada elliptik tipga, €); sohada
esa giperbolik tipga tegishlidir.

(1) tenglama uchun €2 sohada quyidagi masalani tadqgiq gilamiz.

T (Trikomi) masala. €2 sohada (1) tenglamani va quyidagi:

U(x,Y,2)eC(Q)NCFy7(Qyuy), Uy, U, U, eC(Qy);

- =F(xy,2); 3)

So

U(xy.2)s
U(xy.z)s =0, U(xy.2)c =0, @
)i

U(xy,z

< =0,U(x y,z)‘s_4 =0, (9

S3

yIlﬁmouy(x Y, z)—yIerJOUy(x,y,z), xe(0,1), ze(0,c), (8)

shartlarni ganoatlantiruvchi U (X, Y, z) funksiya topilsin, bu yerda F (X, Y,z ) berilgan funksiya.

I1. Giperbolik va elliptik sohalarda (1) tenglamaning xususiy yechimlarini topish

Masala yechimini Furye usuli ya’ni

U(x,y,z) =u(x,y)Z(z) ™

o‘zgaruvchilari ajraladigan funksiya sifatida qidiramiz, bu yerda U(X,Yy) va Z(z)-noma’lum
funksiyalar.

Biz gidirayotgan (7) yechim, (1) tenglamani va (2)-(6) shartlarni ganoatlantirishi kerak. Shu sababdan
funksiyadan kerakli hosilalarni olib (1) tenglamaga qo‘yib quyidagi tenglamani hosil gilamiz:

u, (X, ¥)Z(2) +sgnyu,, (X, ¥)Z(z) +u(x,y)Z2"(z) =0, (8)
0°z navbatida bu ifodani U(X,Y)Z(z) ga bo‘lib quyidagi
U (X, y) +sgnyu,, (x,y) —Au(x,y) =0 ©)

u(0,y)=0, ye[0,1], u(x,—x)=0, xe[0,1/2]; (10)

ikkinchi tartibli ikki o‘zgaruvchili xususiy hosilali differensial tenglama va
Z"(z)+AZ(z)=0, z€[0,c] (11)

ikkinchi tartibli oddiy differensial tenglamani hosil gilamiz, bunda A =const .

(7) ifoda va (4) shartlardan (11) tenglama uchun Z(0)=0 va Z(c) =0 chegaraviy shartlar kelib
chigadi.

(11) va Z(0)=0 va Z(c) =0 chegaraviy shartlardan iborat masala xos giymat hagidagi Shturm-
Liuvill masalasidir. Bu masalaning xos giymatlari quyidagicha

2
zmz(?j ‘meN (12

bu qiymatlarga mos trivial bo‘lmagan (aynan nolga teng bo‘lmagan) ortonormallashgan xos

funksiyalari esa
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2 . mm
Zm(z):\ﬁsm—z, meN (13)
C C
ko‘rinishida bo‘ladi.

E.l. Moiseevning [4] ishida quyidagi tasdiq keltirilgan.

1 1
1-tasdiq. Aytaylik p € (L,40) va —— < £ <2 — = bolsin. U holda
p p

{sin[(k+B/2)0 + y/Z]}kzl,
funksiyalar sistemasi fagat va fagat
l>Z+,B>l—2
p P
tengsizlik orinli bo‘lganda L, (0,7) fazoda bazis tashkil giladi (p=2 da Riss bazisini tashkil
giladi), bu yerda & € [0,72'], f va y - ixtiyoriy hagiqgiy sonlar.

c
bo‘ladi. Bu aynan biz tadqiq qilayotgan masalaning xos funsiyalari sistemasidir. Xulosa o‘rnida shuni

- amz)|”
Agar bu tasdigda k=m, =0, 8=7xz/c, y=0 va p =2 desak, {Slnﬁ—} sistema hosil
m=1

. . oamz)” _ . . L
aytish mumkinki, {sm—} funksiyalar sistemasi L, (O,C) fazoda Riss bazisini tashkil giladi.
C m=1

Ya’ni shu fazodan olingan ixtiyoriy funksiyani mazkur funksiyalar sistemasi yordamida qatorga
yoyish mumkinligini bildiradi.

Endi {(9),(10)} masalani A = A,;; bo‘lgan holda A; sohada ko‘rib chiqamiz:
Uy =AU =0, (X,y)eA, (14)
u(x,—x)=0, xe[0,1/2]. (15)
{(14),(15)} masalaning yechimini quyidagicha gidiramiz:

u(x,y)=X(&)Y (7). bu yerda §=\/X2 —y2, n=x%1£2. (@8)

U holda X (f) va Y(?]) funksiyalar uchun quyidagi shartlar X (O)=0, lim Y(77

) < +00 va
n—>+00

ba’zi hisoblanadigan xususiy hosilalar bilan

Uy = X"(E)Y ()& +2X (ENY ()&t + X EN ()1 + X' (EN (1) E + X (EY (1)1

Uy = X"(EN (E] +2X (EN ' (m)E,m, + X (EN"(mng + X (ENY )&,y + X (Y ()7,
bu yerda,
—2xy 2y2(3x2 + y2)

,— Sxx = ,73 (X Y T = 2 —y?)?
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2x Xy 2x2(x2 +3y2)

_ Y
VT Y Ji B N Cs O

(14) tenglama quyidagi

EX"(E)+ EX (&)~ A& + 1 |X(£)=0, £>0;  (17)

n(L=n)Y" () +[L1 2-5]Y (n)+%ﬂv(n):o,n>1, 18)

tenglamalar kelib chigadi, bu yerda g =const.

Birinchi bo‘lib, {(17), X (O) = 0} masalaning yechimini topamiz. (17) tenglamaning umumiy

yechimi quyidagi ko‘rinishda aniglanadi:

=il (& )+ oK, (/A ), meN,
bu yerda 1,,(x) va K, (x) funksiyalar mos holda Infeld va Makdonald funksiyalari [5], @ = \/;

1>0.

Bu yechimni X(O)ZO shartga bo‘ysundiramiz. Makdonald funksiyasi £=0 nuqtada
chegaralanmaganligidan C, =0 deb olamiz. Xulosa o‘rnida shuni aytish mumkinki, (17)

tenglamaning X (0) =0 shartni ganoatlantiruvchi yechimi >0 bo‘lganda o‘zgarmas ko‘paytuvchi
aniqligida quyidagi ko‘rinishga ega

X 5):Iw(§\/Z), meN. (19)

(18) esa Gaussning gipergeometrik tenglamasi hisoblanadi [6]. Uning umumiy yechimini quyidagi

Y (1) =can " ?F (02,112 + @/ 2,1+ 01/ 7) +
c” *F (~0l2,1- 0l2,1- w1l7),  (0)

formula bilan aniglanadi, bu yerda C5,C,4 —ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar.

Demak @ > 0, u holda (20) umumiy yechimning 7 — 40 da chegaralangan bo‘lishi uchun ¢, =0
desak quyidagi masalaning umumiy yechimiga ega bo‘lamiz:

Y(n)= C377_“’/2F (0/2112+ wl2,1+ w}1l7).

Bu funksiyani ma’lum bo‘lgan

1 1 1-2a
F(a-1/2,a,2a;n7)= (2+2 1—77) ,

formulaga [6] asosan quyidagich yozishimiz mumkin:
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Demak, Zl da {(14),(15)} masalaning yechimini (16), (19), (21) larga asosan

wl?2
ur;(x,y):cgz"’(ij Iw(am«/xz—yzlc), ¢, #0,meN. (22

X=y

ko‘rinishda yozib olamiz.
(22) dan quyidagilarni topamiz:
tm (X)= lim uy (x,y)=c32”1,(ox/c), x€[0,1];

y—-0
(23)

_ .0 _ _
v (X)= lim —uy (%, ) =c02°x7 ', (opnx/c), xe(0,1).
y—>-00Y
Endi {(9),(10)} masalani A = A, bo‘lgan holda A, sohada ko‘rib chigamiz, ya’ni quyidagi masalani
tadqgiq gilamiz:
Uy +Uyy — A =0, (X,y) €A, (24)

u(0,y)=0, ye[0,1]. (25)
Masala yechimini o’zgaruvchilari ajraladigan funksiya sifatida qidiramiz:

u(x,y)=Q(»)S(o). (26)

bu yerda pz»\lxz + y2, gozarctg(y/x).

(26) ga asosan xususiy hosilalarni hisoblaymiz:

Uy, =Q"(0)S(0) p5 +2Q(0)S'(®) P +Q(P)S"(@)PF +Q(0)S() Py + QLP)S () Py

uyy =Q"(0)S(9)p; +2Q'()S'(9) £y, +Q(P)S"(9)0y + Q' (0)S(9) pyy +Q(P)S'(P) oy,

bu yerda,

y° -y 2xy

X
,0 S Sk ,0 = ’ CD =T 5 5.9
NV N (S X24y? T (X +yP)?

) ¢X
py=—r=2—, p S P
y ,XZ 4 y2 ! yy (X2 + y2)3 ! y X2 4 y2 ! Yy (X2 n y2)2 !

olingan xususiy hosilalardan va ba’zi algebraik soddalashtirishlarni amalga oshiramiz.

(26) formula {(24),(25)} masalani (25) va u € C (ZO) shartlarni e’tiborga olgan holda quyidagi xos
giymat haqgidagi masalalarga ajratadi:

P°Q(p)+pQ(p)~| Amp® + 1|Q(P)=0, p(0,0), (27)
|Q(0)| < +00; (28)
S"(p)+iS(9)=0, pe(0,7/2), (29)
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S(z/2)=0, (30)
bu yerda fz=const.
Dastlab {(27),(28)} masalani qaraylik. Bizga ma’lumki (27) tenglamaning umumiy yechimi [5]

p)=05|@(\/ﬂp)+cel<as(\/ﬂp), pel0], (31)

formula yordamida aniglanadi, bu yerda @ = \/ﬁ , (1> 0), C5 va C4 esa ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar.

(31) umumiy yechimda (28) shartni gqanoatlantiradigan trivial bo‘lmagan yechimini quyidagicha yozib
olishimiz mumkin

Qm(P)=C5|a~,(\/Zp), meN. (32

Endi {(29),(30)} masalani tadqiqg gilamiz. (29) tenglamaning umumiy yechimi
S(p)=c, cos[fip + cgsin/ iz (33)
formula bilan aniglanadi, bu yerda C; va Cg - ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar.
(33) funksiyani (30) shartaga buysundiramiz va Cg=—Ctg(@x/2)C; tenglikka ega bo‘lamiz
(umumiylikni chegaralamay ¢; =1 olamiz):
S(¢)=cos(@p)—ctg(ax!2)sin(op). (34)
Demak, Zo da {(24),(25)} masalaning yechimini (26), (32), (34) tengliklarga asosan
Un (X, Y)=Csl;(omplc)| cos(@e)—ctg (@ /2)sin(@p) |, cs =0, me N , (35)
ko‘rinishdagi formula bilan aniglaymiz.
Bu yerdan bevosita hisoblash orgali quyidagini topamiz:

m (X )_ylmlou (x,y)=csl;(omx/c), xe[01];
3 (36)
v (X)= lim —ug (x,y)=—csactg (or/2)x 1, (omx/c), x€(0,1).

y—>+0

u(X,y) funksiyaning A da uzluksizligidan

Tm (X)zz'r; (X), Xe[O,l], an
Vi (X)=vp (%), x€(0,2).

bajariladi.

(23) va (36) larni (37) ga qo‘yamiz hamda @ = @ deb hisoblaymiz. Natijada C5 va Cs larga
nisbatan bir jinsli algebraik tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz:

2o¢ +ctg ¢ =0,
¢, +Clg > & 38)

2°¢c, —¢3 =0.
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(38) sistemadan ctg % =-1 tenglamaga ega bo‘lamiz. @ >0 ekanligini inobatga olib, bu
tenglamaning yechimini
@, =2n-1/2, neN (39)

ko‘rinishda topamiz.

(39) ni inobatga olib 14, =’, ne N {(18), | lim Y ()

n—>+0

< +00} va {(29),(30)} masalalarning xos

giymatlarini topamiz.

Ta’kidlab o‘tish kerakki, @ = @,, bo‘lganda (34) tenglik bilan aniglangan S (go) funksiyani

Sn(w):ﬁsin{%+(2n—%jq)} (40)

ko‘rinishda yozish mumkin.

M.S.Salohiddinov va A.Q.O‘rinovlarning [7] ishida (40) funksiyalar sistemasining L, (0,7/2)
fazoda bazis tashkil gilinishi isbotlangan.

Yuqorida ishotlanganlarni va (22), (35), w =@ = w, tengliklarni hisobga olib xulosa gilishimiz
mumkinki,

Csnm \/ESin(% + a)ngpj l, (omplc), (%, y) €Ay,
o, 12 (41)

unm(X1Y):
Csnm [uj Ia)n (O‘mﬁ/C), (X’ y) GZL

funksiyalar A da {(9),(10)} masalaning trivial bo‘lmagan uzluksiz yechimlaridir, bu yerda

p=+X"+y*, p=arctg(y/x), &=x*-y*, @, :2n—%.

U holda
Unn (X, ¥, 2)=Uyn (X, ¥)Zn (2), nnmeN,  (42)

funksiyalar {2 sohada (1) tenglamaning (4)-(6) shartlarini qanoatlantiruvchi trivial bo‘lmagan yechimi
hisoblanadi, bu yerda Z, (z) va Uy, (X, y)— funksiyalar (13) va (42) tengliklar bilan aniglanadi.
I11. Masala yechimi yagonaligi

Ma’lumki, €2 sohada (1) tenglamaning (4)-(6) shartlarini ganoatlantiruvchi trivial bo‘lmagan yechimi
(42) tenglik bilan aniglanadi. Shu sababli Q4 sohada T masalaning U (X, y,z)=V (p,¢,2)
yechimini

V(0.0.2)=3"S comly (000/0)5, (9)Zn (7). @3)

n=1lm=1
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qator ko‘rinishida qidiramiz, bu yerda Zm(Z) va S, (go) funksiyalar mos holda (13) va (40)
tengliklar bilan aniglanadi, C;,,, —esa hozircha noma’lum koeffitsientlar.

Faraz gilaylik (43) funksional gator 5_20 da tekis yaqinlashuvchi bo‘lsin. U holda bu tenglikning ikkala
tomonini S (go)zzyZ| (Z) ga ko‘paytiramiz va Il= {((p, Z) pe (0,72'/2), Ze (O,C)} soha
bo‘yicha integrallaymiz

crl2

1
Caut 1o, (%)Z[C‘]BIZ , (o ] I IV p,0,2)S (9)27Z,(2)dgdz, k,1 €N . (44)
0 0

(p,gp,z) silindrik koordinatalarda (3) shart quyidagi
V(Lo z)=f(p2), goe[O,ﬂ/Z],Ze[O,C], (45)
ko‘rinishda yoziladi, bu yerda f ((p, Z) ﬁ(COS @,Sin e, )

(44) tenglikda p =1 qo‘yamiz va K =n, | =m (bu qulaylik uchun) hamda (45) shartni inobatga
olib Canpy koeffitsientlarni Cn = dpy fom /1, (G /€) ko’rinishda topamiz, bu yerda

dn =2/[ a1, (om) |

:J.I f(9.2)S(9)27Z (2)dgdz.  (26)

Endi quyidagi teoremani isbotlashimiz mumkin.
1-teorema. Agar T masalaning yechimi mavjud bo‘lsa, u holda u yagonadir.

Isbot. Buning uchun bir jinsli T masalaning faqat trivial yechimga ega ekanligini ko‘rsatish yetarli.

Aytaylik f(¢,2)=0 bo‘lsin. U holda barcha N,me N lar uchun Cg,, =0 bo’ladi. Bu tenglikni
crl2

inobatga oladigan bo‘lsak (44) dan J. J. Vv (p,(D,Z)Sn (¢)Zzyzm (Z)d(DdZ =0 kelib chigadi.
00

Z,,(z) funksiyalar sistemasining L,(0,c) fazoda z?’ vazn bilan to‘laligiga asosan

zl2
J. V ( Yo ) ( )dgo 0, ne N tenglik hosil bo‘ladi. Agar (40) funksiyalar sistemasining
0
L, (0, l 2) fazoda to‘laligini e’tiborga oladigan bo‘lsak, oxirgi tenglikdan ﬁo da V ( 0,0, Z) =0
ekanligi kelib chigadi.

U (X Y, Z):V (p 0,7 )EO ekanligidan U(X +0, Z)EO Xe[O,l], Z e[O,C],
U, (x,+0,2)=0, x€(0,1), z(0,c) ekanligi kelib chigadi.

)
U holda, U (X, Y,z eC( )gaasosan

U(x,-0,z)=0, xe[0,1], z€[0,c], U, (x,-0,2)=0,xe(0,1), ze(0,c) (47)

hosil bo‘ladi.
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U holda [8] ishning natijasiga asosan

Uy Uy +U,, =0, (XYy,2)eQy,

tenglamaning (47) shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi aynan nolga teng bo‘ladi, ya’ni
U (X, Y, Z) =0, (X, Y, Z) € Q). 1-teorema isbot bo‘ldi.

IV. T masalaning yechimini qurish
Canm = dm fnm / I o, (O‘m / C) ning qiymatini (41) tenglikka, so‘ngra uni (42) tenglikka qo‘yamiz va

T masalaning xususiy yechimlarini hosil gilamiz:

Unm(x,y,z):{

bu yerda,
Unm (X’ Y, Z) =23, ((p) Rom (p)zm (Z) foms (X, Y,2) € ﬁo’ (48)

Unn (X,Y,2), (X,Y,2)€Qq, nmeN,
U (X, Y,2), (X, y,2)eQy, nmeN,

oy 12
U (X, y,z):z[x+ yj Run (£)Z0n (2) fums (%,,2) €0y, (49)

Rum (0) =14 (omplc)/1, (onlc), p=yx* +y?, E=x* —y?, (50)

> _ 2
Zn(2)=2"273y)5 , (onzlc)l][Clgy , (on) |, ()
S, (go) va f,, lar esa mos holda (40) va (46) formulalar bilan aniglangan.

2-teorema. Agar f ((p, Z) funksiya guyidagi

. f(p,2)e C;’:E (I:I) bu yerda IT :{((o,z):(pe (0,7/2),z € (O,C)};

j j _
L f(pz) =0.2—f(pz) =0,j=03
a(p 9=0 8(0 p=rl2
o) o) L —
. an( z)|,_, =0, an( z) . =0,j=04,

shartlarni ganoatlantirsa, u holda T masalaning yechimi mavjud va u

5.

=1

M8

Unn (X,Y,2), (X,Y,2) e Qy,
1

=
3
Il

U(x,y,z)= (53)

Unm (X’ y,z), (X’ y’Z)Eﬁl,

?MS

ko‘rinishida aniglanadi, bu yerda U (X, Y, Z) , Unm (X, Y, Z)— funksiyalar (48) va (49) formulalar

orgali berilgan.
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2-teoremaning isboti xuddi [9] ishdagi kabi bajariladi.
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