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Hilfer Kasr Tartibli Operatorni O‘Z Ichiga Oluvchi Korteveg-De
Vries-Benjamin-Bona-Mahoni Tenglamasi Uchun Chegaraviy
Masala Yechimining Mavjudligi Hagida

Yoqutxon Djo'rayeva Baxromjon gizi *

Annotatsiya: Ushbu maqolada vaqt bo‘yicha kasr tartibli Korteveg-de Vries-Benjamin-Bona-
Mahoni tenglamasi uchun chegaraviy masalaning yechim mavjud emasligi shartlari o‘rganilgan. Hilfer
hosilalari asosida kasr tartibli operatorlar tahlil gilingan va yechim mavjud emasligini ko‘rsatish uchun
Poxojayev usulidan foydalanilgan. Shuningdek, masalaning yechim mavjud emasligini isbotlovchi
teorema va misollar keltirilgan.

Kalit so‘zlar: Korteveg-de Vries-Benjamin-Bona-Mahoni tenglamasi, kasr tartibli hosilalar,
Hilfer hosilasi, Poxojayev usuli, yechim mavjud emasligi, vaqt bo‘yicha kasr tartibli tenglamalar.

1. Kirish

Korteveg-de Vries-Benjamin-Bona-Mahoni tenglamasi xussusiy hosilali differensial tenglama bo'lib,
suyuqglik ogimining harakatini tavsiflaydi. Klassik Korteveg-de Vries-Benjamin-Bona-Mahoni
tenglamasi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

Up (£, X) = Uy, (£, X) + Uy (£, X) + U, (t,x) =0

bu yerda u(t,x) — suyuglikning tezligi, t — vaqt, X — pozitsiya va v - suyuglikning kinematik

yopishgogligi. Korteveg-de Vries-Benjamin-Bona-Mahoni tenglamasi chizigli bo‘lgan tenglama
bo‘lib, u suyuqliklar mexanikasi, transport oqimi va matematik-fizika kabi ko‘plab sohalarda
qo‘llaniladi[5].

Mazkur maqolada biz kasr tartibli differensial operatorlarni o‘z ichiga oluvchi Korteveg-de Vries-
Benjamin-Bona-Mahoni tenglamasi uchun chegaraviy masala yechimining mavjud bo‘lmaslik
shartlarini aniqlash bilan shug‘ullanamiz.

2. Asosiy gism
1. Dastlab, biz kasr hisobning ba’zi asosiy tushuncha va ta’riflarini keltiraylik.

L1-tarif. f e L([a,b])va @ >0 bo'lsin. U holda quyidagi

I;ﬂ[f](t)zﬁj(t—s) £ (s)ds L)
12 [£]() :ﬁj(s “t) £ (s)ds 12)

integrallar mos holda Riman - Liuvillning chap tomonli va o‘ng tomonli kasr tartibli integrallari deb
ataladi, bu yerda I"(z) — Eylerning gamma - funksiyasi.
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1.2-ta’rif. Riman - Liuvillning chap tomonli a(0<a <1) kasr tartibli hosilasi D“ f quyidagicha
aniglanadi :

DL 0= g TH0= 5y g -9) 1), (D)

1.3-ta’rif. Riman - Liuvillning o‘ng tomonli a(O <a <1) kasr tartibli hosilasi D, f quyidagicha
aniglanadi :

d 1 df _a
DA[fl(t)=——1.*[f](t)=—————|(s—t) “ f(s)ds. 1.4
A O B Ol (SRR C R

1.4-ta’rif. Kaputoning a(n -l<a< n) kasr nartibli hosilasi quyidagicha aniglanadi:

n

1 ¢ f'(7)
°D*f (t)= d :
a—t () r(a n ",!:(t )a+l—n T (1 5)

T

1.5-ta’rif. Hilferning 0 < o <1 tartibli va 0 < £ <1 tipli hosilasi D:ff quyidagicha aniglanadi:

) A apna
S L (O (1L6)

o >0 — Riman - Liuvill kasr tartibli integrali.

Dz [1](6)=128

bu yerda I,

Hilfer hosilasi haqida batafsil ma’lumot uchun [2] , [3] ishlarni tavsiya etamiz. Bu hosila ( p= 0) da
Riman - Liuvill hosilasi va (8 =1) da Kaputo kasr hosilasiga aylanadi [1].

1.1-lemma. ¢>0,p>1,q>1 va i+££1+0¢ (£+£:1+a holatda p=#1 va gq=#1)
q P q

bo‘lsin. Agar @ € Lp (a,b) val € Lq (a,b) bo‘lsa, u holda

b

Jo)1z[wt)dt ZTW(t)lﬁ[go]dt an

a
tenglik o‘rinli.

2. Vaqt bo‘yicha kasr tartibli Korteveg-de Vries-Benjamin-Bona-Mahoni tenglamasi
yechimining mavjud emasligi.

R? dagi to‘g‘ri to‘rtburchakli sohani 11, bilan belgilaylik:
1,, :{(t,x)e R? :0<t<T,a<x<b}.
11 ap Sohada vaqt bo‘yicha kasr tartibli ushbu
DyiAu(t, X) = Uy, (t,X) + Uy +U(t, X)U, (t,x)=0 (2.1)
Korteveg-de Vries-Benjamin-Bona-Mahoni tenglamasi va quyidagi boshlang‘ich shart

175u(0,x)=u,(x),x e[a,b] (2.2)
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berilgan bo‘lsin, bu yerda D’ — O<a <1 tartibli va 0< <1 tipli Hilfer hosilasi, U,(X)
berilgan funksiyava ¥ = (1— £)(1— «) +1 ga teng bo‘lgan hagqigiy son.

(2.1) - (2.2) masala yechimining mavjudligi masalasini garaylik. Buning uchun nochizigli tenglamalar
yechimlarining buzilishini tahlil qilish uchun Poxojayev tomonidan taklif etilgan  usuldan
foydalanamiz [6].

T >0, a,beR ixtiyoriy parametrlar bilan /7, ap SoOhada aniglangan go(t X) funksiyalarning
CI)(Haﬁb) sinfini garaylik. Bu sinf funksiyalari quyidagi xossalarga ega:

() ¢,9, €CL,):
(i) I1,, da ¢, > 0;

(iixe(ab)vat=T da Ifft‘“)go(x,t):o;
(iv) .,/ ” dtdx < 400

bu yerda L'p=— lfff DT ) — g+ P
Faraz  qilaylik, (2.1) - (2.2) masalaning ixtiyoriy (p(x,t) € CD(Ha'b) uchun

D;4u e C([a,b]x[0,t]) shartni ganoatlantiradigan sust yechimi va T >0 son mavjud bo‘lsin,

Endi (2.1) tenglamani (peq)(ﬂayb) funksiyaga ko‘paytirib, so‘ngra [I,, bo‘yicha integrallab,
quyidagiga ega bo‘lamiz:
” (t,x) Dg.u(t, x)dtdx — ﬂ @(t,X)u, (t,x)dtdx + H @(t,X)u,, (t,x)dtdx +
1 1

+H o(t,x)u(t,x)u,(t,x)dtdx =0. 2.3)
(2_|.3) tenglikdagi integrallarda bo‘laklab integrallash qoidasidan foydalanib, quyidagi tengliklami hosil
qrlamiz:
_U o(t,x)u(t,x)u, (t,x)dtdx =
;! “(tx)o( H (t,x) o, (t,x)dtdx, (2.4)
H (t, X) U, (t, X)dtdx = J[UXX (tx)o(t,x) —u, (t,x) @, (t,X) —u(t,X) @, (t,X) :
: +” u(t, x) @ (t, x) dtdx. 2.5)

ab
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” (1, X) Uy (1, x) dtdx =

Ha,b
T

= [ ()0 00) - (€X)0, ()]0~ Ju(tx) g (03] i

0
+ .U U (t, X) @y (t, X) dtdx. (2.6)
11,

1.5-ta’rif hamda 1.1-lemmadan foydalansak, u holda quyidagi tenglik o‘rinli:

ﬂ (t,x) D& Au(t, x)dtdx = ” gp(t,x)lﬁl‘“)%Iéi‘ﬂ)(l‘“)u(t,x)dtdx:
I,

. ” 12001, x) = 1 820y (1, x) ditclx.

Oxirgi tenglikda bo‘laklab integrallash qoidasini qo‘llab va 1.1-lemmadan yana bir marta foydalanib,
quyidagi tenglikka ega bo‘lamiz:
” (t,x) Dg2Au (t, x) dtdx = _[{ Sy (£, x) 175 o (1, %) }| dx —

—” — |/ ISy (t, x) didx =

{Iél;f)(l‘) (£, ) 12% g (t,x) }| dx — ” u(t,x) 1k iI’“t"‘)(p(t,x)dtdx.

D e T

(2.4) va (2.5) dan va 1.3-ta’rifdan foydalansak, (2.3) quyidagi ko‘rinishni oladi:

_” txgoxtxdth—” u(t,x)(L'p)(t,x) +

ab

b
+J'{Iél+f)( Dt x) 12 g (t,x) +u(t,x) g (£, X) }| dx +

a

+.T|.B(u (t,x),0(t,x))[2

(2.7)
bu yerda
B(u(t,x),¢(t.x)) =%u2(t,x)go(t,x)—utX (t,X)@(t,x)+u, (t,X)e, (t,X)+

U, (6, X)@(t,x)—u, (t, X) @, (t,x) —u(t,x) @, (t,X).

(2.2) va @(t, x) funksiyaning (iii) xossasidan foydalansak, quyidagilarni topamiz:
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%Iﬂ (t,X) o, (t,x)dtdx = H u(t,x Lgo)(t X dtdx+jB u(t,x), (o(t,x)):
—j(u 120 . Vg xt)|:O)+(u(t,x)(pxx(x,t))‘g)dx. (2.8)
Gyolder va Yung tengsizliklaridan foydalansak,
Lo)(t,
.[.[ u(t,x)(L*(p)(t,x)dtdx = ” u(t,x) goX(X,t)mdtdx <
I, I, ¢x(x’t)
2 1/2
(” uz(t,x)gox(t,x)dtde ”( ) dtdx | <
Ha,b
. 2
1 (L))
— (t,x) e, (t,x)dtdx += dtdx
21.7” jj ¢x(x’t)
munosbatga ega bo‘lamiz.
Bu tengsizlikni va (iv) xossani e’tiborga olsak, (2.8) quyidagicha ko‘rinish oladi:
1 P b
0SE{(Ha’b)jLE[B(u(t,x),(p(t,x)) adt—.
b
_I(uo( )IT(t )(p(X t)|t o)+ (u(t, X)(pxx Xt )‘ )dx. (2.9)

a
Quyidagi teorema o‘rinli:
2.1-teorema. Faraz gilaylik, Uy(X)e L[a,b] bolib, uy(X) va chegaraviy shartlarda berilgan
funksiyalar ~ ushbu shartlarni  ganoatlantirsin:  shunday (/)(X,t)eq)(ﬂa’b) mavjudki,

B(u(t,x),p(tx))[.

€ L[0,T] bo‘lib, quyidagi tengsizlik o‘rinli bo‘lsin:

T
1 dt —.

ZE 1)+ [ Bt )00, )]

0

b

= [ ()R (x,0)] o) + (Ut )y ()1 <O (210)

a

U holda (2.1) - (2.2) masala U,,, Ds2{u € C([a,b]x[0,t]) yechimi /7, damavjud bo‘Imaydi.

XX 0+t

Isbot. Teskarisidan faraz qilaylik, ya’ni (2.1) — (2.2) masala Ha’b da yechimga ega bo‘lsin. U holda

(2.9) va (2.10) tengsizliklarga ko‘ra qarama-qarshilikka duch kelamiz. Bundan esa farazimiz noto‘g‘ri
ekanligi kelib chigadi.
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Misol sifatida /7, , = {(t,x) eR?:0<t<T,0<x <l} to‘g‘ri to‘rtburchakli sohada (2.1)

Korteveg-de Vries-Benjamin-Bona-Mahoni kasr tartibli tenglamasini (2.2) boshlang‘ich shart va

u(t,0)=17,(t), u (t,0)=17,(t), u, (t,0)=7,(t), u,(t,0)=7,(t), u(t,0)=75(t),
O<t<T (2.11)

chegaraviy shartlar bilan cqaraylik, bu yerda 7,,7,,7,,7, va 7. berilgan funksiyalar bo‘lib,

T1,72,2'3,Z'4,T5€L[0,T].

(2.1) vaqt bo‘yicha kasr tartibli Korteveg-de Vries-Benjamin-Bona-Mahoni tenglamasini

Qe CD(H a‘b) ga ko‘paytirganimizdan keying hisoblashlar va soddalashtirishlardan so‘ng quyidagiga

kelamiz:

T

0<%g(n0,1)+ [B(u(t,x),0(t,x)) [t -

0

1

[ (s ()10 (X, )] o) + U X ()] ).

0

¢(t, x) funksiyaga chegaraviy shartlarni
p(t1)=0, ¢, (t,1)=0, 0<t<T. (2.12)

kabi qo‘yaylik.
U holda quyidagiga ega bo‘lamiz:

B(u.9) b———[%Tf(t)JrQ(t)—74(t)}0(t,0)+(rz ()~ 2 (1), (1,0) -
—7, (1))@, (1,0).

Bu holda quyidagi teorema o‘rinli:
2.2-teoreama. (2.1), (2.2), (2.11) boshlang‘ich chegaraviy masalaning (2.12) chegaraviy shartlarni
qanoatlantiruvchi ¢ € ®(11,,) funksiyasi mavjud bo‘lib, quyidagi tengsizlik o‘rinli bo‘lsin:

1 r1

¢ (101) < [ G2 (1)9(1,0)+ 74 (1) 0(2,0) — 7. (1) (1,0) ~7, (1), (1,0) +

0

+75 (1)@, (1,0) + 7, (1) @, (1,0))dx +

[ U ()1 (%,1)] o) + (Ul X) g (%, 1) [5)lx. (2.13)

0

U holda (2.1), (2.2), (2.11) masala /1, da yechimga ega bo‘lmaydi.

2.1-misol. (o(t, X) funksiyasi sifatida quyidagi funksiyani olishimiz mumkin:

o(t,x)=(T -t)’ (x-1)", (2.14)
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(2.13) funksiya uchun (i)-(iv) shartlar bajarilishini osongina ko‘rsatish mumkin. Va shuningdek
bu funksiyadan foydalanib, osongina quyidagi tenglikni ko‘rsatamiz:

k2 T472a T4fa
g(HO,1)=€14_2a 4 — +97*, (2.15)

bu yerda k, =1"(4) I (4—a).
2.2- teoremadan quyidagi natijaga kelamiz:
Natija. U, € L[O,l], 7,7, € L[O,T] funksiyalar quyidagi tengsizlikni ganoatlantirsin:

1

[ () (x-1) dx>H%rf (t)+ 25(t)— 72 (t) + 32, (1)~ 3z, (t)+671(t)}(T tfdts

0
2 4-2a A—a 4
kT — 2Kk, ! +9T—.
6 4-2a 4—q
bu yerda K, =F(4)F‘l(ﬂ(l—a)+4).

U holda (2.1), (2.2), (2.11) masala Ho,l da yechimga ega bo‘lmaydi.
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