
 

Vol. 57 (2025): Miasto Przyszłości                +62 811 2928008       

442 
Miasto Przyszłości 

Kielce 2025 

Impact Factor: 9.9         ISSN-L: 2544-980X 
 

Об Одной Свойстве Статистики Хи- Квадрат 
 

Абдуллаев Абдумухтор Ганиевич 1 
 

 

Аннотация: Хи-квадрат статистикаси, К. Пирсон томонидан киритилган бўлиб, 

гипотезаларни текшириш учун статистик таҳлилда кенг қўлланилади. Бироқ, унинг А. Реньи 

маъносинидaги аралашув (перемешивание) хусусияти, айниқса тасодифий миқдорлар кетма-

кетлиги нуқтаи назаридан, етарлича ўрганилмаган. Ушбу тадқиқот айнан шу бўшлиқни 

тўлдиришга қаратилган бўлиб, хи-квадрат статистикаси учун R-аралашув хусусиятини қатъий 

математик ёндашув асосида исботлашни мақсад қилади. Методология мустақил кузатувлар 

кетма-кетлигини қуриш, уларнинг қийматларини кесишмас интервалларга ажратиш ва 

гуруҳланган частоталарнинг асимптотик тақсимотини таҳлил қилишни ўз ичига олади. 

Чегаравий эҳтимоллик усуллари, жумладан, Чебишев тенгсизлиги ва Крамер леммасидан 

фойдаланган ҳолда, тадқиқот хи-квадрат статистикасининг муайян шартлар бажарилганда R-

аралашув хусусиятига эга эканлигини тасдиқлайди. Натижалар шуни кўрсатадики, танлама 

ҳажми ошган сари, хи-квадрат статистикасининг тақсимоти аралашув хусусиятини намоён 

қилади ва бу А. Реньи томонидан таклиф қилинган назарий асосларни тасдиқлайди. Олинган 

хулосалар статистик моделлаштириш ва гипотезаларни текширишда муҳим аҳамиятга эга 

бўлиб, айниқса, кузатувлар ўртасидаги боғлиқликлар муҳим роль ўйнаган ҳолларда жуда 

фойдали бўлиши мумкин. Тадқиқот статистик яқинлашиш (конвергенция) хусусиятларини 

чуқурроқ тушунишга ҳисса қўшади ва эҳтимоллар назарияси ҳамда амалий статистика 

соҳасидаги келгуси изланишлар учун янги имкониятлар яратади.  

Калит сўзлар: Тасодифий миқдор, Пирсон –статистикаси, хи-квадрат критерийси, хи-

квадрат таксимоти, А. Реньи, хосса, “силжиб юришлик” , тасодифий миқдорлар кетма-кетлиги. 

 

ВВЕДЕНИЕ 

Статистика хи-квадрат, введенная К. Пирсоном в 1990 году, широко используется в 

статистическом анализе, в частности для проверки соответствия распределений и выявления 

зависимости между категориальными переменными. На протяжении многих лет было 

проведено множество исследований, расширяющих работу Пирсона и изучающих различные 

статистические свойства данного критерия. Однако одним из недостаточно исследованных 

аспектов статистики хи-квадрат является её свойство перемешивания в смысле А. Реньи, 

имеющее важное значение для теории вероятностей и статистического вывода. 

Несмотря на обширную литературу, посвященную распределению хи-квадрат и его 

приложениям, свойство статистического перемешивания, особенно в контексте 

последовательностей случайных величин, остается областью, требующей дальнейшего 

изучения. Настоящее исследование заполняет этот пробел, строго доказывая свойство 

перемешивания для статистики хи-квадрат в рамках подхода Реньи. Это вносит вклад в 

развитие теории статистических распределений и их свойств сходимости. 

Для достижения этой цели в работе используется строгий математический подход, 

включающий анализ последовательностей независимых случайных величин, изучение свойств 

распределения хи-квадрат и принципов сходимости вероятностей. Исследование базируется на 

фундаментальных результатах Пирсона, расширяя их с применением определения 

перемешивания по Реньи и дополнительных теорем и лемм теории вероятностей. 
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Полученные результаты подтверждают, что при выполнении определенных условий 

последовательности независимых случайных величин удовлетворяют свойству R-

перемешивания. Это имеет важные последствия для статистического моделирования, проверки 

гипотез и анализа зависимых наблюдений. Данное исследование углубляет теоретическое 

понимание статистики хи-квадрат и открывает новые перспективы для дальнейших 

исследований в области статистического перемешивания и его применения в современных 

статистических методах. 

Методы 

Методология данного исследования основана на строгом математическом подходе к 

доказательству свойства перемешивания статистики хи-квадрат в смысле А. Реньи. В работе 

применяется сочетание теоретического анализа, теории вероятностей и статистического вывода 

для расширения фундаментальных результатов, введенных К. Пирсоном. Исследование 

начинается с детального изучения последовательностей независимых случайных величин и их 

распределений хи-квадрат. Для построения теоретической базы используется формальное 

определение перемешивающихся последовательностей в интерпретации Реньи. 

Доказательство строится поэтапно, начиная с рассмотрения последовательностей наблюдений, 

которые группируются в непересекающиеся интервалы. Асимптотическое распределение 

полученных частот анализируется в соответствии с распределением хи-квадрат с определенным 

числом степеней свободы. С использованием методов сходимости вероятностей и 

статистических неравенств, таких как неравенство Чебышева, исследование показывает, что 

последовательность случайных величин удовлетворяет свойству R-перемешивания. Для 

подтверждения основного результата применяются вспомогательные теоремы и леммы, 

включая результаты Крамера и другие фундаментальные работы. Выводы формируются на 

основе алгебраических преобразований и вероятностных аргументов, обеспечивающих 

необходимые условия сходимости. 

Результаты и Обсуждение 

Результаты исследования подтверждают, что при выполнении определенных условий 

статистика хи-квадрат обладает свойством перемешивания в смысле Реньи, что вносит вклад в 

более глубокое понимание свойств статистической сходимости. Такой методологический 

подход обеспечивает прочную теоретическую основу, позволяя расширить применение 

полученных результатов на более широкие статистические задачи, включая проверку гипотез и 

моделирование зависимых случайных величин в сложных статистических структурах. Данные 

результаты могут быть полезны для дальнейших исследований в области статистической 

теории и ее практических применений. 

Настоящая работа посвящена доказательству свойства перемешивания смысле А. Реньи для 

статистики хи-квадрат предложенной К. Пирсоном. 

Пусть ξ1, ξ2, …- последовательность независимых наблюдений над случайной величины (с.в.), 

𝜉, Р(𝜉 < 𝑥) = 𝐹(𝑥) и 𝑘 – некоторое натуральное число. Разобъем область значений с.в. 𝜉 на 𝑘 

непересекающихся интервалов точками  

 −∞ = 𝑎0 < 𝑎1 < ⋯ < 𝑎𝑘−1 < 𝑎𝑘 = +∞  

и пусть 𝑝𝑖 = ∆𝐹(𝑎𝑖) = 𝐹(𝑎𝑖) − 𝐹(𝑎𝑖−1) > 0, 𝑖 = 1,2, … , 𝑘; 𝜈𝑖𝑛 − частоты, полученные после 

группировки выбоки ξ1, ξ2, …ξn по выше указанным интервалам. Тогда как показано Пирсоном, 

распределение последователь-ности с.в.  

 Χ𝑛
2 = ∑

(𝜈𝑖𝑛−𝑛𝑝𝑖)2

𝑛𝑝𝑖

𝑘
𝑖=1   

при 𝑛 → ∞ стремится к распределению 𝐻𝑘−1(𝑥), где 𝐻𝑘−1(𝑥) -распределение хи-квадрат с (𝑘 −
1) степенями свободы,т.е.  
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 𝐻𝑘−1(𝑥) =  
1

2
𝑘−1

2 Г(
𝑘−1

2
)

∫ 𝑢
𝑘−3

2 𝑒−
𝑢

2𝑑𝑢
𝑥

0
, (𝑥 > 0).  

Прежде чем сформулировать теорему приведем определению свойства перемешивания 

введенный впервые в работе А. Реньи  

Определение ([2]). Последовательность с.в. {𝜂𝑛} обладает свойством 𝑅–перемешивания с 

предельной функцией распределения (ф.р.) 𝐹(𝑥) , если для любого события 𝐴𝜖ℱ, 𝑃(𝐴) > 0  

 lim
𝑛→∞

𝑃( 𝜂𝑛 < 𝑥/𝐴) = 𝐹(𝑥) 

в каждой точке 𝑥 являющейся точкой непрерывности ф.р. 𝐹(𝑥). 

 Теорема. Последовательность с.в. {Χ𝑛
2} обладает свойством R -перемещивания с предельной 

ф.р. 𝐻𝑘−1(𝑥), т.е. для любого 𝐴𝜖ℱ, 𝑃(𝐴) > 0 

 lim
𝑛→∞

𝑃( Χ𝑛
2 < 𝑥/𝐴) =  𝐻𝑘−1(𝑥) . 

При 𝐴 = Ω из теоремы 1 следует результат Пирсона. 

При докозательстве теоремы мы восползуемся следующей леммой доказанной в работе [2].  

 Лемма 1. Пусть {𝜂𝑛} – некоторая последовательность с.в. Если в каждой точке непрерывности 

ф.р. 𝐹(𝑥) 

 lim
𝑛→∞

𝑃( 𝜂𝑛 < 𝑥) = 𝐹(𝑥), 

то {𝜂𝑛} является 𝑅– перемещивающейся с предельной ф.р. 𝐹(𝑥) тогда и только тогда, когда 

 lim
𝑛→∞

𝑃( 𝜂𝑛 < 𝑥, 𝜂к < 𝑥) = 𝐹(𝑥)𝑃(𝜂𝑘 < 𝑥) 

для 𝑘 = 1,2 …. и в каждой точке непрерывности ф.р. 𝐹(𝑥). 

 Доказательство теоремы 1. На основании критерии R-перемешивае-мости (лемма 1) 

достаточно показать, что при каждом 

 𝑚 ( 𝑚 = 1,2, … ) 

 lim
𝑛→∞

𝑃( Χ𝑛
2 < 𝑥, Χ𝑚

2 < 𝑥) =  𝐻𝑘−1(𝑥)𝑃(Χ𝑚
2 < 𝑥) (1) 

Для любого 𝑚 (𝑚 < 𝑛) положим 

 𝑤𝑚𝑛 = ∑
𝑆𝑖𝑚

2 +2𝑆𝑖𝑚 ∑ 𝜉𝑖𝑗
𝑛
𝑗=𝑚+1

𝑛𝑝𝑖

𝑘
𝑖=1  , где 

𝑆𝑖𝑚 = ∑ 𝜉𝑖𝑗
𝑚
𝑗=1 , 𝜉𝑖𝑗 = 𝐼(𝜉𝑗𝜖[ 𝑎𝑖−1, 𝑎𝑖))−𝑝𝑖, 𝐼(𝐴)- индикатор события 𝐴. 

В силу следующих тривиальных соотношения  

 𝑃(𝜂1 + 𝜂2 ≥ 𝑐1 + 𝑐2) ≤ 𝑃(𝜂1 ≥ 𝑐1) + 𝑃(𝜂2 ≥ 𝑐2) (2) 

 𝑃(𝜂3 ∙ 𝜂4 ≥ 𝑐3𝑐4) ≤ 𝑃(𝜂3 ≥ 𝑐3) + 𝑃(𝜂4 ≥ 𝑐4) , (3)  

где 𝜂1, 𝜂2, 𝜂3 > 0, 𝜂4 > 0 -некоторые с.в., а 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑐4 - неслучайные величины, и из 

неравенство Чебышева для любого 𝜀 > 0 (𝜀 < 1/2) имеем 

𝑃(|𝑤𝑚𝑛| ≥ 𝜀) ≤ ∑ [𝑃 (|𝑆𝑖𝑚| ≥ (
𝑛𝜀𝑝𝑖

2𝑘
)

1
2⁄

) + 𝑃 (|𝑆𝑖𝑚| ≥ (
𝑛𝜀𝑝𝑖

4𝑘
)

1
2⁄

𝑛−𝜀) + +𝑃(|∑ 𝜉𝑖𝑗
𝑛
𝑗=𝑚+1 | ≥𝑘

𝑖=1

(
𝑛𝜀𝑝𝑖

4𝑘
)

1
2⁄

𝑛𝜀] ≤
2𝑘(𝑘−1)

𝑛2𝜀𝜀
 [

𝑚

𝑛1−2𝜀
+

2𝑚

𝑛1−4𝜀
+ 2(1 −

𝑚

𝑛
)] 

откуда 𝑤𝑚𝑛

𝑝
→ 0 при 𝑛 → ∞.  
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Несложные вычисления показывают, что с.в. Χ𝑛
2 − 𝑤𝑚𝑛 не зависит от с.в. Χ𝑚

2  при каждом 𝑚. 

Следовательно , для достаточно больших 𝑛 верно неравенство 

𝑃(Χ𝑛
2 − 𝑤𝑚𝑛 < 𝑥 − 𝜀)𝑃(Χ𝑚

2 < 𝑥) − 𝜀 ≤ 𝑃(Χ𝑛
2 < 𝑥, Χ𝑚

2 < 𝑥) ≤ 

 ≤ 𝑃(Χ𝑛
2 − 𝑤𝑚𝑛 < 𝑥 + 𝜀)𝑃(Χ𝑚

2 < 𝑥) + 𝜀 (4) 

Здесь и всюду далее, для краткости говоря « для достаточно больших 𝑛 …», понимаем под 

этим, что « для заданного 𝜀 > 0 существует такой номер 𝑛(𝜀), что для всех 𝑛 > 𝑛(𝜀)…» 

(причем 𝑛(𝜀) не всегда одно и то же). 

 Применив к (4) лемму Крамера и в силу произвольности 𝜀 > 0 получаем (1). 

Таким образом доказана теорема. 
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